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CONVERGENCE EN LOI ET ESTIMATION.

Exercice 1 D'après EML 2014.

Pour tout entier n supérieur ou égal à 2, on considère une urne contenant n boules numérotées de 1 à n
dans laquelle on e�ectue une succession de (n+ 1) tirages d'une boule avec remise et on note Xn la variable
aléatoire égale au numéro du tirage où, pour la première fois, on a obtenu un numéro supérieur ou égal au
numéro précédent.

Ainsi, pour tout entier n supérieur ou égal à 2, la variable Xn prend ses valeurs dans J2, n + 1K. Par
exemple si n = 5 et si les tirages successifs sont 5, 3, 2, 2, 6, 3, alors X5 = 4. Pour tout k ∈ J1, n+ 1K, on note
Nk la variable aléatoire égale au numéro obtenu au k-ième tirage.

Partie I : étude du cas n = 3.

1. a. Exprimer l'événement [X3 = 4] à l'aide des variables N1, N2, N3. En déduire P ([X3 = 4]).

b. Montrer que P ([X3 = 2]) = 2
3 et en déduire P ([X3 = 3]).

2. Calculer l'espérance de X3.

Partie II : cas général n > 2.

3. Pour tout k ∈ J1, n+ 1K, reconnaître la loi de Nk et rappeler son espérance et sa variance.

4. Calculer P ([Xn = n+ 1]).

5. Montrer que pour tout i ∈ J1, nK,

P[N1=i] ([Xn = 2]) =
n− i+ 1

n
.

6. En déduire une expression simple de P ([Xn = 2]).

7. Soit k ∈ J2, nK. Justi�er l'égalité d'événements

[Xn > k] = [N1 > N2 > · · · > Nk] .

En déduire que P ([Xn > k]) = 1
nk

(
n
k

)
.

Véri�er que cette dernière égalité reste vraie pour k = 0 et k = 1.

8. Exprimer, pour tout k ∈ J2, n+ 1K, P ([Xn = k]) à l'aide de P ([Xn > k − 1]) et de P ([Xn > k]).

9. En déduire que

E(Xn) =
n∑
k=0

P ([Xn > k]) .

Calculer ensuite E(Xn).

10. Montrer que, pour tout k ∈ J2, n+ 1K, P ([Xn = k]) = k−1
nk

(
n+1
k

)
.
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Partie III : une convergence en loi.

11. Soit k un entier �xé supérieur ou égal à 2. Montrer que

lim
n→+∞

P ([Xn = k]) =
k − 1

k!
.

12. Montrer que la série
∑
k>2

k−1
k! converge et calculer sa somme.

On admet qu'il existe une variable aléatoire Z à valeurs dans N\ {0, 1} telle que, pour tout k > 2,

P ([Z = k]) =
k − 1

k!
.

13. Montrer que Z admet une espérance et la calculer. Comparer E(Z) et lim
n→+∞

E(Xn).

Exercice 2

Soit n un entier supérieur ou égal à 2, et n variables aléatoires indépendantes Z1, Z2, · · · , Zn suivant toutes
la loi géométrique de paramètre p.

On considère la variable aléatoire Mn = 1
n (Z1 + Z2 + · · ·+ Zn).

1. Déterminer l'espérance m et l'écart-type σn de Mn.

2. Calculer lim
n→+∞

P ([0 6Mn −m 6 σn]).

3. Écrire une fonction Python qui simule la variable aléatoire Mn.

4. Quelle est la limite lorsque n tend vers +∞ de

1

n

n−1∑
k=0

e−
( k
n)

2

2 ?

5. En déduire un programme Python qui approche la valeur de la probabilité calculée en 2.

Exercice 3

Montrer que, pour tout x > 0, ∫ x

−∞
e−

t2

2 dt >
√

2π

(
1− 1

2x2

)
.

Exercice 4

On considère une variable aléatoire X suivant la loi normale N (0, σ2) où σ est strictement positif. On rappelle

que la fonction fX qui a tout réel x associe 1
σ
√
2π

exp
(
− x2

2σ2

)
est une densité de X et on note FX la fonction

de répartition de X, dé�nie pour tout x ∈ R, par

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt.

1. Montrer que pour tout x ∈ R, FX(−x) = 1− FX(x).

2. On pose Y = |X| et on admet que Y est une variable aléatoire.

a. Montrer que la fonction de répartition de Y , notée FY est dé�nie par

FY (x) =

{
2FX(x)− 1 si x > 0

0 si x < 0
.

b. En déduire que Y est une variable à densité et donner une densité fY de Y .

c. Montrer que Y possède une espérance et que l'on a E(Y ) = σ
√

2
π .
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3. On suppose, dans cette question seulement, que σ est inconnu et on se propose de l'estimer. Soit n un
entier supérieur ou égal à 1. On considère une échantillon (Y1, · · · , Yn) composé de variables aléatoires
mutuellement indépendantes et ayant toutes la même loi que Y .

On note Sn la variable aléatoire dé�nie par Sn = 1
n

n∑
k=1

.

a. Montrer que Sn est un estimateur de σ, donner la valeur de son espérance puis proposer un
estimateur (noté Tn) de σ, construit de façon a�ne à partir de Sn et tel que E(Tn) = σ.

b. Rappeler la valeur du moment d'ordre 2 de X, puis déterminer E(Y 2), V (Y ) et V (Sn).

c. Déterminer la variance de Tn et en déduire que Tn est un estimateur convergent de σ.

4. On rappelle qu'en Python, la commande rd.normal(m,s,n) simule n variables aléatoires indépendantes
qui suivent toutes la loi normale de paramètres m et s2, et les place dans un tableau à n colonnes.
Compléter le script suivant a�n qu'il simule les variables Sn et Tn pour des valeurs de n et σ rentrées
par l'utilisateur du programme.

1 def simul_ST(n,sigma) :

2 X = ..... ## simulation de X_1 ,... X_n

3 Y = ..... ## simulation de Y_1 ,... Y_n

4 S = .....

5 T = .....

Exercice 5

Une entreprise souhaite acquérir une machine qui fabrique un certain type d'objets et qui, en fonctionnement
normal, produit une proportion p (0 < p < 1) d'objets défectueux. Le directeur veut connaître la valeur de
p. Pour cela, il teste la machine en prélevant un échantillon de n objets qu'il analyse (n > 1). Pour tout
i ∈ J1, nK, soit Xi la variable aléatoire de Bernoulli dé�nie par

Xi =

{
1 si le i-ième objet fabriqué est défectueux
0 sinon

On suppose que, dans les conditions de prélèvement, les variables aléatoires X1, · · · , Xn sont indépendantes.

On pose Sn =
n∑
k=1

Xk.

1. a. Justi�er rapidement que Fn = Sn
n est un estimateur de p.

b. Montrer que E(Fn) = p.

c. Calculer la variance de Fn.

d. À l'aide de l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, montrer que l'estimateur Fn est convergent.
On demande de redémontrer la propriété du cours, il est interdit de l'utiliser sans explications.

2. Soit α ∈]0, 1[. On souhaite déterminer dans cette question un intervalle de con�ance pour le paramètre
inconnu p, au niveau de con�ance 1− α, à partir de l'échantillon (X1, · · · , Xn).

a. Quelle est la limite en loi de la suite de variables aléatoires

(
√
n Fn−p√

p(1−p)

)
n∈N∗

?

b. Montrer que, pour tout p ∈ [0, 1], on a p(1− p) 6 1
4 à l'aide d'une étude de fonction bien choisie.

c. Soit fn la réalisation de Fn sur l'échantillon considéré. Soit tα le réel dé�ni par Φ(tα) = 1− α
2 , où

Φ désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. Montrer qu'un intervalle de
con�ance (asymptotique) de p au niveau 1− α est donné par [un, vn] où

un = fn −
tα

2
√
n

et vn = fn +
tα

2
√
n
.

3. Le directeur a calculé que son entreprise peut se permettre de produire une proportion p = 0, 05
d'objets défectueux. Il analyse 10 000 objets produits et en compte 400 qui sont défectueux. Il �xe un
seuil de con�ance de 95%. Décide-t-il d'acheter la machine ?
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Exercice 6

Soit X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [0, θ] où θ > 0 est un paramètre inconnu. Soit
(X1, · · · , Xn) un n-échantillon de la variable aléatoire X. On considère les estimateurs suivants :

Un = max(X1, · · · , Xn) et TN = n

(
1− Un

θ

)
.

On souhaite déterminer un intervalle de con�ance asymptotique du paramètre θ de la forme [Un, Vn], au
niveau de con�ance 1− α.

1. Tn peut-il être un estimateur de θ ?

2. Déterminer la fonction de répartition FUn de la variable aléatoire Un. En déduire la fonction de
répartition de la variable aléatoire Tn.

3. Prouver que (Tn)n∈N∗ converge en loi vers une variable aléatoire T suivant la loi E(1).

4. Montrer l'égalité des événements [Un 6 θ 6 Vn] et
[
0 6 Tn 6 n

(
1− Un

Vn

)]
.

5. En déduire que l'intervalle cherché est obtenu pour

Vn =
Un

1 + 1
n ln(α)

.

6. On considère le programme suivant :

1 n = input('Valeur de n ?')

2 theta = 5*rd.rand()

3 for i in range(1,n+1):

4 disp(theta*rd.rand())

Une réalisation de ce programme a�che les nombres suivants :

1 >>>

2 0.8608569 0.1431483 0.9508818 0.8822904 0.1341774

3 1.0237293 0.9650951 0.2335499 0.6681662 0.3256168

a. Si X suit une loi uniforme sur [0, 1], quelle est la loi de la variable aléatoire θX ?

b. On considère un niveau de con�ance de 0, 95 et on donne ln(0, 05) ≈ −3. Quel est l'intervalle de
con�ance pour θ fourni par les réalisations de Un et Vn précédentes.

c. Le paramètre α étant �xé à 0, 95, quelle valeur faut-il donner à n pour que Vn = 1, 01Un ?

Exercice 7

Si le temps le permet, on pourra regarder aussi la �n de l'exercice 3 de EML 2017
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